
太さを持つ空間曲線の輪郭線の曲率と捩率

Abstruct

1 背景と目的

　文献 [1]にて幅を持つ平面曲線と，その中心線，輪郭線の定義を行い，輪郭線

の曲率を中心線の曲率を用いて表した．

本稿では，太さを持つ空間曲線，その中心線，輪郭線の定義を行い，輪郭線の

曲率および捩率を,中心線の曲率および捩率を用いて表すことを目的とする．

また，例題として円を中心線とする太さを持つ空間曲線の輪郭線の曲率および

捩率，および常螺旋を中心線とする太さを持つ空間曲線の輪郭線の曲率および捩

率を示す．

2 太さを持つ空間曲線，その中心線，輪郭線の定義

直線を曲げた線を考えた場合，曲げる前の直線上の各点と曲げた後の線上の各

点は１対１に対応するものと考えられる．

そこで，先ず実数Rの区間 Iから空間E3の部分集合への１対１連続写像

f(t) = (x(t), y(t), z(t)), (t∈I) (1)

を考える．

直線の曲げ方として，切ったり折ったりせず，曲げた後の線は十分に滑らかで

あると考える．すなわち

x(t), y(t), z(t)はC∞ (2)

の条件を満たすと考える．

更に，パラメータ tが変化した場合，f(t)も変化するものとする．すなわち

df(t)

dt
=

(
dx(t)

dt
,
dy(t)

dt
,
dz(t)

dt

)
6= 0 (3)

の条件を満たすと考える．

（1）によって記述される f(t)が（2），（3）の条件を満たすとき，この f(t)を空

間曲線という．
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図 1: 中心線と輪郭線

図 1で表される

P (t) = (x(t), y(t), z(t)), (t∈I) (4)

が条件（2），（3）を満たすとき P (t)を空間曲線の中心線と定義する．

　また，中心線に対してパラメータ α (> 0)と主法線ベクトル e2(t)および従法

線ベクトル e3(t)を用いて記述した

Pα(t) = P (t) + (αcosθ) e2(t) + (αsinθ) e3(t) (5)

を空間曲線の輪郭線と定義する．

3 中心線の曲率，捩率を用いた輪郭線の曲率

中心線P (t) = (x(t), y(t), z(t))の曲率 κおよび捩率 τ を用いて，輪郭線Pα(t)の

曲率 καを求める．

Pw(t) = (αcosθ) e2(t) + (αsinθ) e3(t) (6)

と定義すると輪郭線 Pα(t)は

Pα(t) = P (t) + Pw(t) (7)

と表すことができる.

輪郭線の接線ベクトルを e1α，主法線ベクトルを e2α，従法線ベクトルを e3αと

すると，定義より

dPα

dsα

= e1α (8)
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d2Pα

ds2
α

= καe2α (9)

ここで

dPα

dsα

×d2Pα

ds2
α

= καe3α (10)

より輪郭線の曲率 καは

κα =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣dPα

dsα

×d2Pα

ds2
α

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ (11)

として求められる．

dPα

dsα

=
ds

dsα

·dPα

ds
(12)

d2Pα

ds2
α

=
d2s

ds2
α

·dPα

ds
+

(
ds

dsα

)2

·d
2Pα

ds2
(13)

より

dPα

dsα

×d2Pα

ds2
α

=

(
ds

dsα

)3

·
(

dPα

ds
×d2Pα

ds2

)
(14)

よって（11）より

κα =

(
ds

dsα

)3

·
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣dPα

ds
×d2Pα

ds2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ (15)

（12）より (
ds

dsα

)2

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣dPα

dsα

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

·
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣dPα

ds

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
−2

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣dPα

ds

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
−2

(16)

すなわち (
ds

dsα

)3

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣dPα

ds

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
−3

(17)

したがって（15）に（17）を代入して

κα =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣dPα

ds
×d2Pα

ds2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣dPα

ds

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
3 (18)
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ここで

dPα

ds
=

dP

ds
+

dPw

ds
= e1 + αcosθ (−κe1 + τe3) + αsinθ (−τe2)

= (1 − ακcosθ) e1 − ταsinθe2 + ατcosθe3 (19)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣dPα

ds

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

(
(1 − ακcosθ)2 − α2τ 2

) 1
2 (20)

また

d2Pα

ds2
= −αcosθ

dκ

ds
e1 + (1 − ακcosθ) κe2

−αsinθ
dτ

ds
e2 − ατsinθ (−κe1 + τe3)

+αcosθ
dτ

ds
e3 + ατcosθ (−τe2)

=

(
−αcosθ

dκ

ds
+ ακτsinθ

)
e1

+

(
κ − α

(
κ2 + τ 2

)
cosθ − αsinθ

dτ

ds

)
e2

+

(
αcosθ

dτ

ds
− ατ 2sinθ

)
e3 (21)

よって（19）と（21）より

dPα

ds
×d2Pα

ds2
=

∣∣∣∣∣ −ταsinθ ατcosθ

κ − α (κ2 + τ 2) cosθ − αsinθ dτ
ds

αcosθ dτ
ds

− ατ 2sinθ

∣∣∣∣∣ e1

+

∣∣∣∣∣ ατcosθ 1 − ακcosθ

αcosθ dτ
ds

− ατ 2sinθ −αcosθ dκ
ds

+ ακτsinθ

∣∣∣∣∣ e2

+

∣∣∣∣∣ 1 − ακcosθ −ταsinθ

−αcosθ dκ
ds

+ ακτsinθ κ − α (κ2 + τ 2) cosθ − αsinθ dτ
ds

∣∣∣∣∣ e3

= ατ

∣∣∣∣∣ −sinθ cosθ

κ − α (κ2 + τ 2) cosθ −ατ 2sinθ

∣∣∣∣∣ e1

+ α

∣∣∣∣∣ τcosθ 1 − ακcosθ

cosθ dτ
ds

− τ 2sinθ −αcosθ dκ
ds

+ ακτsinθ

∣∣∣∣∣ e2

+

∣∣∣∣∣ 1 − ακcosθ −ταsinθ

−αcosθ dκ
ds

+ ακτsinθ κ − α (κ2 + τ 2) cosθ − αsinθ dτ
ds

∣∣∣∣∣ e3

(22)
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したがって（18）に（20）と（22）を代入して

κα =

√√√√√√√√√√√√√√√√√√√√



α2τ 2

∣∣∣∣∣ −sinθ cosθ

κ − α (κ2 + τ 2) cosθ −ατ 2sinθ

∣∣∣∣∣
2

+α2

∣∣∣∣∣ τcosθ 1 − ακcosθ

cosθ dτ
ds

− τ 2sinθ −αcosθ dκ
ds

+ ακτsinθ

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣ 1 − ακcosθ −ταsinθ

−αcosθ dκ
ds

+ ακτsinθ κ − α (κ2 + τ 2) cosθ − αsinθ dτ
ds

∣∣∣∣∣
2


(
(1 − ακcosθ)2 − α2τ 2

)3 (23)

τ≡0のとき（23）は

κα =
κ

1 − ακcosθ
(24)

4 中心線の曲率，捩率を用いた輪郭線の捩率

中心線P (t) = (x(t), y(t), z(t))の曲率 κおよび捩率 τ を用いて，輪郭線Pα(t)の

捩率 ταを求める．

（9）の両辺を sαで微分して

d3Pα

ds3
α

=
dκα

ds
e2α + κα

de2α

ds

= −κα
2e1α +

dκα

ds
e2α + καταe3α (25)

これに（10）の両辺をかけて

d3Pα

ds3
α

·
(

dPα

dsα

×d2Pα

ds2
α

)
= κα

2τα (26)

よって

τα =

d3Pα

ds3
α

·
(

dPα

dsα

×d2Pα

ds2
α

)
κα

2

=

d3Pα

ds3
α

·
(

dPα

dsα

×d2Pα

ds2
α

)
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣dPα

dsα

×d2Pα

ds2
α

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2 (27)

ここで (13)より

d3Pα

ds3
α

=
d3s

ds3
α

·dPα

ds
+

d2s

ds2
α

· ds

dsα

·d
2Pα

ds2
+ 2

(
ds

dsα

) (
d2s

ds2
α

)
·d

2Pα

ds2
+

(
ds

dsα

)3

·d
3Pα

ds3
(28)
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よって

d3Pα

ds3
α

·
(

dPα

dsα

×d2Pα

ds2
α

)
=

(
d3Pα

ds3
α

)
·
(

ds

dsα

)3

·
(

dPα

ds
×d2Pα

ds2

)

=

(
ds

dsα

)6

·
(

d3Pα

ds3

)
·
(

dPα

ds
×d2Pα

ds2

)

=

(
ds

dsα

)6

·
[
d3Pα

ds3
,
dPα

ds
,
d2Pα

ds2

]
(29)

(27)に (14)と (29)を代入して

τα =

(
ds

dsα

)6 [
d3Pα

ds3
,
dPα

ds
,
d2Pα

ds2

]
(

ds

dsα

)6 ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣dPα

ds
×d2Pα

ds2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

=

[
d3Pα

ds3
,
dPα

ds
,
d2Pα

ds2

]
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣dPα

ds
×d2Pα

ds2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2 (30)

スカラー三重積の公式より

[
d3Pα

ds3
,
dPα

ds
,
d2Pα

ds2

]
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d3Pα

ds3
·e1

d3Pα

ds3
·e2

d3Pα

ds3
·e3

dPα

ds
·e1

dPα

ds
·e2

dPα

ds
·e3

d2Pα

ds2
·e1

d2Pα

ds2
·e2

d2Pα

ds2
·e3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(31)

なので（30）は

τα =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d3Pα

ds3
·e1

d3Pα

ds3
·e2

d3Pα

ds3
·e3

dPα

ds
·e1

dPα

ds
·e2

dPα

ds
·e3

d2Pα

ds2
·e1

d2Pα

ds2
·e2

d2Pα

ds2
·e3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣dPα

ds
×d2Pα

ds2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2 (32)

と記述することもできる．
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（21）の両辺を sで微分して

d3Pα

ds3
=

d

ds

(
−αcosθ

dκ

ds
+ ακτsinθ

)
e1 +

(
−αcosθ

dκ

ds
+ ακτsinθ

)
de1

ds

+
d

ds

(
κ − α

(
κ2 + τ 2

)
cosθ − αsinθ

dτ

ds

)
e2 +

(
κ − α

(
κ2 + τ 2

)
cosθ − αsinθ

dτ

ds

)
de2

ds

+
d

ds

(
αcosθ

dτ

ds
− ατ 2sinθ

)
e3 +

(
αcosθ

dτ

ds
− ατ 2sinθ

)
de3

ds

=

(
−αcosθ

d2κ

ds2
+ α

(
dκ

ds
τ + κ

dτ

ds

)
sinθ

)
e1 +

(
−αcosθ

dκ

ds
+ ακτsinθ

)
κe2

+

(
dκ

ds
− α

(
2κ

dκ

ds
+ 2τ

d2τ

ds2

)
cosθ − αsinθ

dτ

ds

)
e2

+

(
κ − α

(
κ2 + τ 2

)
cosθ − αsinθ

dτ

ds

)
(−κe1 + τe3)

+

(
αcosθ

d2τ

ds2
− α2τ

dτ

ds
sinθ

)
e3 −

(
αcosθ

dτ

ds
− ατ 2sinθ

)
τe2

=

((
−αcosθ

d2κ

ds2
+ α

(
dκ

ds
τ + 2κ

dτ

ds

)
sinθ

)
− κ

(
κ − α

(
κ2 + τ 2

)
cosθ

))
e1

+

((
−αcosθ

dκ

ds
+ ακτsinθ

)
κ +

dκ

ds
− α

(
2κ

dκ

ds
+ 2τ

d2τ

ds2

)
cosθ − αsinθ

dτ

ds

−
(
αcosθ

dτ

ds
− ατ 2sinθ

)
τ

)
e2

+

((
κ − α

(
κ2 + τ 2

)
cosθ

)
τ +

(
αcosθ

d2τ

ds2
− 3ατ

dτ

ds
sinθ

))
e3 (33)
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よって（19），（21），（33）を（32）に代入して

τα =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


−αcosθ d2κ

ds2

+α
(

dκ
ds

τ + 2κdτ
ds

)
sinθ

−κ (κ − α (κ2 + τ 2) cosθ)





α
(
−cosθ dκ

ds

+κτsinθ) κ

+dκ
ds

−α
(
2κdκ

ds

+2τ d2τ
ds2

)
cosθ

−αsinθ dτ
ds

−α
(
cosθ dτ

ds

−τ 2sinθ) τ




(κ − α (κ2 + τ 2) cosθ) τ

+αcosθ d2τ
ds2

−3ατ dτ
ds

sinθ



(1 − ακcosθ) −ταsinθ ατcosθ(
−αcosθ dκ

ds
+ ακτsinθ

) (
κ − α (κ2 + τ 2) cosθ

−αsinθ dτ
ds

) (
αcosθ dτ

ds
− ατ 2sinθ

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α2τ 2

∣∣∣∣∣ −sinθ cosθ

κ − α (κ2 + τ 2) cosθ −ατ 2sinθ

∣∣∣∣∣
2

+α2

∣∣∣∣∣ τcosθ 1 − ακcosθ

cosθ dτ
ds

− τ 2sinθ −αcosθ dκ
ds

+ ακτsinθ

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣ 1 − ακcosθ −ταsinθ

−αcosθ dκ
ds

+ ακτsinθ κ − α (κ2 + τ 2) cosθ − αsinθ dτ
ds

∣∣∣∣∣
2


(34)

τ≡0のとき（34）は

τα = 0 (35)

5 例題１　円を中心線とする輪郭線の曲率および捩率

半径 rの円を中心線とする太さαの空間曲線の輪郭線の曲率καおよび捩率 ταは

（24），（35）より

κα =
1

r − αcosθ
(36)

τα = 0 (37)

6 まとめ

文献 [1]にて幅を持つ平面曲線の輪郭線の曲率を求めたときは，直感的にも数式

的にも簡潔な記述とすることができたが，空間曲線となり捩率を考慮した途端に

複雑なものとなってしまった．
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